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回帰分析

回帰分析 (regression analysis) は，一つの連続変数（実数値）の値を複数
の変数によって説明，予測する多変量解析 (multivariable analysis) の一つ．

: response variable, 従属変数，被説明変数，応答変数
: independent variable, 独立変数，説明変数，共変量
: regression coefficient, 回帰係数
: error term, 誤差項
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標本共分散

二つの変数 x と y が互いに影響し合っているとき，x と y が如何に強く
関係しあっているか知りたい．
このとき x と y の共分散 (covariance) を以下で定義する．

x と y の間に正の (負の) 相関があるとき，Cov(X, Y)はそれぞれ正 (負)
になる．

共分散の値そのものは，解釈が難しい．正負の符号が，興味の対象．
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標本相関係数

二つの変数 x と y の間の相関係数 (correlation coefficient) を，以下で
定義する．相関係数は x と y の線形関係の強さを測る量である．相関係
数は単位に依存しない．

• 相関係数 r は x と y の線形関係の強さを測る．
• -1 ≦ r ≦ 1
• r = +(-) 1 : 正(負)の完全な相関，線形関係．
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• 相関係数は，単位に依存しない．

例えば，温度の摂氏（°C）と華氏（°F）は

という関係があるが，摂氏で測っても華氏で測っても相関係数は同じ．

• 相関係数は，線形関係の強さを測るだけ．X が 1 単位増加したとき
の Y の変化量のような，量的な評価はできない．

⇒ 量的な評価は，線形回帰分析による．
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例：I型糖尿病患者の空腹時血糖値と心室内周短縮速度

blood.glucose: 空腹時血糖値
chort.velocity: 心室内周短縮速度
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回帰分析

二つの変数 x と y の関係が線形（直線）で近似できるとする．このと
き x と y の関係を以下の回帰式 (regression equation) でモデル化する．

: response variable, 従属変数，被説明変数，応答変数
: independent variable, 独立変数，説明変数，共変量
: regression coefficient, 回帰係数
: error term, 誤差項
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xy 10  
真の回帰関数

（観察できない）

i誤差項

（観察できない）

ix

ii xy 10  
xiにおける真の回帰関数の値

（観察できない）

（観察できる）

iii xy   10

被説明変数yの観測値

（観察できる）

観察可能な から， を推定したい． ii yx , xy 10  
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回帰分析のモデルの仮定

• 線形性 (Linearity)：

被説明変数 y と説明変数 x の関係は直線で近似できる．

• 独立性 (Independence)： は互いに独立である．

あるサンプルの値が他のサンプルの値に影響しない．

• 正規性 (Normality)：
誤差項 は正規分布に従う．

• 等分散性 (homoskedasticity)：σ2. 分散一定
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回帰モデルの推定（最小二乗法）

回帰モデルの仮定の下で，回帰係数 を推定したい．誤差項 は
期待値 0 の正規分布に従うから，50% の確率で負の値を取り，50% の
確率で正の値を取る．

回帰直線は，データの真ん中を通る
⇔ 回帰直線とデータとの距離は最小であるはず．

個々のデータ と回帰直線 の間の距離を二乗距離
で測る．

データ全体と回帰直線の距離は，二乗距離の総和 = 残差二乗和
に等しい．

10 , 
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データ全体と回帰直線の距離は残差二乗和 (residual sum of squares)

に等しいから，これを回帰係数 について最小化する．

推定された回帰直線：
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最小二乗推定量の性質
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回帰係数の推定値
0:  vs.0: 10  jj HH 

検定の p-value

j̂ の標準誤差
（CIに使う）

決定係数 Model utility test p-value̂s

回帰分析の結果

• 回帰係数の推定値
• 回帰係数の有意性検定のp値
• 決定係数（被説明変数の変動のうち回帰によって説明された変動の割合）y の変

動の17.37%が説明された
• Model utility test（回帰モデル全体の有意性検定．後でもう一度触れます）の

p値 p = 0.0479
• 誤差項の標準誤差 s = 0.216

修正決定係数
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回帰診断

回帰モデルの仮定の確認：
• 線形性: Y と x の間の線形関係． Y と x の間には非線形な関係がない

X 同士の間には線形関係がない．
–Multiple scatter plots.

• 独立性: {(xi, Yi)}i=1
n は互いに独立

–residual vs. fitted value plot
• 正規性: ε ~ N(0, σ2)

–残差の QQ-norm plot （後述する）
• 等分散性: Var(ε)= σ2

–residual vs. fitted value plot
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回帰診断（続き）

独立性，正規性，等分散性の仮定は，いずれも誤差項についての仮定．
誤差項そのものは観察できないため，
残差 (residuals) : をレプリカとして使う．iii yye ˆ
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Residuals vs. fitted value plot

残差も増大傾向がある

残差

• 残差が均一ならば，等分
散性の仮定は満たされる．

• 独立性の仮定が満たされ
る場合，残差プロットに
は特異なパターンがない．
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分布の正規性の確認

標本分布の正規性の確認は，適切なモデルを選択する上で重要．

Definition: n 個の標本を大きさ順に並べたとき，i 番目に小さな標本は
[100(i - 0.5)/n] 標本パーセント点 (sample percentile) であるという．

例えば標本が，正規分布など特定の確率分布から抽出されたとする．
このとき，その特定の分布の理論上の [100(i - 0.5)/n] パーセント点は，
データの [100(i - 0.5)/n] 標本パーセント点の近くにあるはずである．

⇒ 標本が正規分布から抽出されたのであれば，理論上のパーセント
点と標本パーセント点のプロットは，45度線付近にプロットされる．
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QQ-norm plot  (Normal probability plot)
Definition: n 個の標本が得られたとき，標準正規分布の[100(i - 0.5)/n] 
パーセント点と，i番目に小さな観測値= [100(i - 0.5)/n] 標本パーセント
点のプロットを，QQ-norm plotという．
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• 元のデータが正規分布から得

られた場合，QQ-norm plot
は直線上にプロットされる．

• 元データが正規分布に従わな
い場合，直線から外れる．
（右図）
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CPUデータ

perf
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P. Ein-Dor and J. Feldmesser (1987) Attributes of the performance of central 
processing units: a relative performance prediction model. Comm. ACM. 30, 
308‒317.

209のコンピュータのCPUの持つ，
性能と各種特性値．

'name'  Manufacturer and model
'syct'     cycle time in nanoseconds
'mmin'   minimum main memory in kilobytes
'mmax'  maximum main memory in kilobytes
'cach'    cache size in kilobytes
'chmin'  minimum number of channels
'chmax' maximum number of channels
'perfʻ      published performance on a 

benchmark mix relative to an IBM 370/158-3
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CPUデータ（続き）
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P. Ein-Dor and J. Feldmesser (1987) Attributes of the performance of central 
processing units: a relative performance prediction model. Comm. ACM. 30, 
308‒317.

• y と x の間に，非線形な関係が存在しないか？

– perf と syct の間に，明らかな非線形関
係がある．

• 誤差項の分散は一定か？
– mmin 等に，明らかな分差増大傾向があ

る．

• x 同士の間に，線形な関係が存在しないか？

– 例えば，mmin と mmax の間に明らかに
線形関係がある．

予備的な視覚的要約の段階でも，線形回帰モデル
を当てはめるのは不適切であることがわかる．

でも，ともかく回帰モデルを当てはめてみる．
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CPUデータ（元データの回帰分析）

• 説明変数の有意性検定は，chmin を除き，ほとんどが強く
有意．

• 決定係数：R2=0.8649 被説明変数の変動の86.49％が
説明できた．

• Model utility test: p-value < 2.2×10-16

回帰分析は，成功しているとしかいいようがない．しかし，
回帰診断の結果，モデルの仮定は破綻している．
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変数変換

線形回帰モデルの仮定（線形性, 正規性, 等分散性）が満たされないと

き，変数に何らかの変換を施すことで，モデルを改善できる場合があ
る．

例えば，誤算項の分散が説明変数の値とともに大きくなる場合，
logarithmic/power 変換が有効であることが多い．

被説明変数の予測値を得るには，まず変換された変数に対して線形回
帰モデルを当てはめ，次にもとのモデルに逆変換する．最もよい変換
を選ぶため，いくつかの変換を試してみる必要がある．
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Box-Cox変換

対数変換，冪変換を組み合わせたBox-Cox変換により，分散の安定化
と正規性の改善を同時に達成できる場合がある．

Box-Cox変換：

Box-Cox変換は，パラメター λ によって特徴付けられる．
パラメター λ は，モデルの適合度を最適化するように，ソフトウエア
により自動的に選択される．
（統計解析ソフトRなどが， Box-Cox変換を実装している）
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CPUデータ（Box-Cox変換後）

• chmin，chmax は有意ではない．

• 決定係数：R2=0.8821 被説明変数の変動の
88.21 (> 86.49) ％が説明できた．

• Model utility test: p-value < 2.2×10-16

回帰分析は，成功している．
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回帰分析における変数選択

多くの説明変数の候補の中から，最良のセットを選びたい．そのため
にはモデルの良さ (fitness) を測る尺度が必要．(赤池の情報量基準, 
Akaike’s Information Criterion, AIC)

k: パラメターの数．第一項はモデルが如何にデータに近く当てはめら
れたかを測る．第二項はモデルの複雑さを測る．全体として，AICはモ
デルのフィットのよさと複雑さをバランスする尺度になっている．

Example 13.11:ボールの接着剤の剪断強度

最適な変数の組み合わせを探索するための手順:
1. 説明変数の候補を準備する
2. すべての候補変数を用いたfull modelを推定する
3. stepAIC (MASS library)コマンドで最適な説明変数の組を探す

library(Devore7)
data(xmp13.11)
xmp13.11.lm <- lm(Strength~Force+Power+Temperature+Time, data=xmp13.11)

library(MASS)
xmp13.11.step <- stepAIC(xmp13.11.lm)
summary(xmp13.11.step)
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変数選択の実際（私の場合）

医学統計の性質上，説明変数は取りこぼしなく広めに選択したい．し
かし，候補の数がサンプル数より大きければ，最初に全ての変数を用
いたモデルは推定できない．また，欠測が多いとサンプル数が減る．

1. まず単変量解析で，変数ごとの p 値を出す．

2. ある程度 p 値が小さい変数に，候補を絞る．
（p < 0.2 程度で，あまりきつく絞らない）

3. 絞った候補から，変数減少法で選択する．（割合多めの変数が選択
される）Rでは stepAIC()コマンドを用いる（MASSパッケージが必
要）．
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変数選択の問題

• 変数選択の結果選ばれたモデルに，有意でない変数が含まれる．

変数選択は，被説明変数の変動をもっともよく説明する変数の組み合
わせを探索する．個々の変数が有意でなくても，組み合わせ全体とし
て最適であると解釈する．

• 変数選択の結果，興味のある変数がモデルから除かれてしまった．

上記に矛盾するようだが，回帰の目的は被説明変数を説明することだ
けではない．変数間の関係を推測するため，興味ある変数を強制投入
してもよい．

参考文献：

Peter Dalgaard (著), 岡田 昌史 (監修, 翻訳)「Rによる医療統計学 原書
2版」 ISBN-13: 978-4621087756
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