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平均・中央値の差の検定

二標本問題：二つのグループの平均値の差の検定
帰無仮説 H0: 
対立仮説 H1:

Welchʼs t-test（ウェルチのt検定）：二群のデータがそれぞれ正規分布
に従う．不等分散を仮定する．
⇔ Mean + SE, Mean + SD に対応．

Mann-Whitney test, Wilcoxonʼs rank sum test：二群のデータは任意
の同じ形の分布に従う．二群の分散は等分散になる．⇔ Median (IQR) 
に対応．分布の形が同じで中央値が等しければ，平均も等しくなる．

検定をしたら，必ず p 値を明記する．
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T検定に適した比較 MW検定に適した比較

• 二群とも正規分布に従う
• 分散は異なってもよい

• 正規分布に従わなくてもよい
• 分布の形状は同じ．分散も同じ．

データの分布が正規分布に従わず，分散も等しくない場合．取りあえず元データを
対数変換するなどして，等分散に近づける．それでもだめなら，専門家にご相談く
ださい．
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比較に困る二標本問題

医学・生物学データには，値の範囲が正の値に限られるものがある．
そのようなデータの場合，分布が左右非対称（≠正規分布）である一方
で，分散も異なる場合がある．
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問題点は二つ．

 非正規性 ⇒ サンプル数を増やすことで，中心極限定理による正
規近似を用いて t 検定に持ち込む．

 不等分散性 ⇒ ノンパラメトリックな枠組みでは，対処できない．
やはりサンプル数を増やして，不等分散を許容する Welch’s t-
test に持ち込む．

一般に20程度以上のサンプルが必要であるとされている．サンプルが
それ以下になるときは，統計家にご相談下さい．



分布の正規性の確認

標本分布の正規性の確認は，適切なモデルを選択する上で重要．

Definition: n 個の標本を大きさ順に並べたとき，i 番目に小さな標本は
[100(i - 0.5)/n] 標本パーセント点 (sample percentile) であるという．

例えば標本が，正規分布など特定の確率分布から抽出されたとする．
このとき，その特定の分布の理論上の [100(i - 0.5)/n]パーセント点は
標本パーセント点の近くにあるはずである．

そうであるならば，理論上のパーセント点と標本パーセント点をプ
ロットすれば，直線状に並ぶはず．
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QQ-norm plot (Normal probability plot)
Definition: n 個の標本が得られたとき, 

標準正規分布 N(0, 1) の [100(i - 0.5)/n] パーセント点と
i 番目に小さな観測値 = [100(i - 0.5)/n] 標本パーセント点

のプロットをQQ-norm plotという．

もし標本が正規分布から得られたならば，標本の観測値(を標準化した
もの)は，理論的な N(0, 1) のパーセント点の近くにあるはずだから，
QQ-norm plotは直線の近くにプロットされるはずである．

データのgraphical summaryでは，QQ-norm plotによる正規性の確認
も行う．
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R-code of QQ-norm plot:

 x <- rnorm(100) ## sample data ##

> qqnorm(x)
> qqline(x) ## add a straight line ##
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R-code of QQ-norm plot:

QQ-norm plot はどちらも直線状にプロットされており，x1, x2 ともに
正規分布に従うと考えて矛盾はない．
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Shapiro-Wilk normality test（シャピロ=ウィルクの正規性検定）

「データは正規分布に従う」という帰無仮説に対して，「正規分布に
は従わない」という対立仮説を検定するものである．正規性を帰無仮
説とするので，帰無仮説が棄却されなければ正規性が示されたとする
少し変わった検定である．

P > 0.05 であるから，帰無仮説は棄却されない
⇔ 正規性の仮定は，否定されない．

三群以上の比較：
帰無仮説 H0: , k: グループの数
対立仮説 H1: 少なくとも一つの母平均が他から異なる

分散分析 (Analysis of Variance, ANOVA)：各群のデータがそれぞれ正
規分布に従う．等分散を仮定する．

Kruskal-Wallis rank sum test：各群のデータは任意の同じ形の分布に
従う．当然各群の分散は等分散になる．No-parametric test

データの分布が正規分布に従わず，分散も等しくない場合．やはり対
数変換などで，等分散に近づける．
Box-Cox変換：分散の安定化と正規性の向上を同時に達成する変換．詳
細は，ご相談ください．

k 1
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サンプルデータ

このサンプルデータの場合，各群の分散は明らかに異なっている．また，placebo
群やdrugA群は分布が左右非対称であり，正規性の仮定も疑わしい．その意味で，
分散分析の仮定が満たされているか疑問があるが，ともあれ分散分析を行ってみる．

 One-way ANOVA : p = 0.0119
 One-way ANOVA (not assuming equal variances) : p = 0.01127
 Kruskal-Wallis rank sum test : p = 0.0182
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一元配置分散分析 (constant variance)

一元配置分散分析 (unequal variance)
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Kruskal-Wallis rank sum test (non-parametric analog of one-way analysis of 
variance)

クラスカル-ウォリス検定では，各群の分布は locationが異なったとして
も同じ形の分布に従う必要がある．

モデル診断 (model diagnostics)
分散分析にはいくつかのモデルの仮定が必要．

• 独立性 サンプルは，互いに独立である．

• 正規性 サンプルは，正規分布に従う．

• 等分散性 サンプルの分散は，一定である．

2023/9/27 医学統計勉強会 第3回 連続変数の⽐較 16



2023/9/27 医学統計勉強会 第3回 連続変数の⽐較 17

分散分析のモデルの仮定は，誤差項 の仮定に書き換えられる．

• 独立性 誤差項 は，互いに独立である．

• 正規性 誤差項 は，正規分布に従う．

• 等分散性 誤差項 の分散は， で一定である．

誤差項は観察できないので，以下の残差 (residuals) で置き換える．
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 残差の正規性を確認するには，残差の QQ-norm plot を描いてプ
ロットが直線上にあるかどうかを検討する．

 等分散性を確認するには，残差と各群の標本平均のプロット
(residuals vs. fitted value plot) を描く．もし各群の分散が一定で
あれば，それぞれの群の残差はほぼ同じ範囲に分布するはずである．
各群の残差を確認し，残差の範囲に大きな違いが無ければ，等分散
性の仮定は満たされていると考える．
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サンプルデータの場合，QQ-norm plotはほぼ直線上にあるので，正
規性の仮定には問題がなさそうである．

しかし，residuals vs. fitted value plotを診ると，残差の範囲には大
きな違いがある．等分散性の仮定は疑わしい．

ほぼ直線残差の範囲が
異なる

モデル診断の後，model assumptionのいくつかが満たされない場合があ
る．

•Independence 
•Constant variance
•Normality

独立性の仮定が満たされない場合，モデルの修正は通常困難．Response
を分類する，新たな要因を見つけてくることを考える．

モデルの修正:分散の安定化と正規性の改善
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Box-Cox変換はパラメターλで特徴付けられ，その適合度(fitness)は対数
尤度(log-likelihood)と呼ばれる尺度で測られる．

分散安定化のための変換:
•対数変換
•指数変換
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•分散の安定化と正規性の改善を同時に達成する変換

Box-Cox transformation
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多重比較 (Multiple Comparison)
分散分析の帰無仮説 H0 : μ1 = ･･･ = μk が棄却されたとき，どの μi が他か
ら有意に異なるかが知りたい．

Tukeyʼs HSD (Honestly Significant Difference)：すべての対比 (μi-
μj) についての検定を同時に行う．可能な対比の組み合わせは，k(k-
1)/2通り．

Dunnettの方法：グループの一つがコントロール群である時，コントロ
ール群と他の(k-1)の対照群との比較を同時に行う．

Williamsの方法：対立仮説 H1 : μ1 ≤ ･･･ ≤ μk （あるいはその逆）を検定
する．
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Tukey の方法 (Tukey HSD, honestly significant difference)
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Dunnett の方法 (Dunnett post hoc test)
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Williams の方法 (Williams method)



Williamsの方法Dunnettの方法Tukeyの方法パラメトリック
検定

Shirley-Williams
の方法

Steelの方法Steel-Dwassの
方法

ノンパラメト
リック検定

多重比較 (Multiple Comparison)
前項の方法は，すべて正規性の仮定を必要とするパラメトリックな方
法．正規性を必要としない，ノンパラメトリックな方法も存在する．
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Steel-Dwass's method



参考文献：

• 石村 貞夫，石村 光資郎 (著)「入門はじめての分散分析と多重比
較」東京図書 (2008/01) ISBN-13: 978-4489020292

統計解析ソフトRについて
• 舟尾暢男 (著)「The R Tips 第3版: データ解析環境Rの基本技・グ

ラフィックス活用集」オーム社 (2016/10/13) ISBN-13: 978-
4274219580

• http://cse.naro.affrc.go.jp/takezawa/r-tips/r.html

2023/9/27 医学統計勉強会 第3回 連続変数の⽐較 29


